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Navier-Stokes方程的最佳非线性谱 Galerkin算法
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摘要: 提出了求解二维非定常 Navier-Stokes方程的最佳非线性谱 Galerkin算法, 分析了近似解的
一致收敛速度. 和标准的谱 Galerkin算法与非线性谱 Galerkin算法相比,该算法具有节省计算量的
优点.
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Abstract: Presented is an optimum nonlinear spectral Galerkin algorithm for solving the nonstationary
Navier-Stokes equat ions in tw odim ensions. The convergence rate of the numerical solut ion is analyzed.
T he present approach saves a large amount of computat ional t ime.
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  对于非定常 Nav ier-Stokes方程,人们感兴趣的
是当时间 t y ] 时解的渐近行为.当物理上的无量




格式进行数值模拟. 非线性 Galerkin 方法是根据动
力系统和惯性流形的观点而设计的一种新的数值算
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(NOS)
5 u
5 t - K$u + ( u # )̈ u+ p̈ = f
         P( x , t ) I 8 @ R+
div u = 0      P( x, t ) I 8 @ R+
u( x, 0) = u0( x)  P( x, t ) I 8
u( x, t ) | # = 0   或满足周期性边界条件
其中  8 < R 2 为有界区域; # = 5 8; x= ( x 1, x 2)是
空间变量; t 为时间变量; u( x, t )是速度向量; p ( x,
t )是压力; f ( x, t )是体力密度; u0( x)为初始速度向




一H ilbert 空间 H < L 2( 8 ) 2 上的抽象初值问题
d u
d t
+ KA u+ B( u, u ) = f ( 1)
u( 0) = u0 ( 2)
这里, Stokes算子 A 是H 中的无界正定自共轭闭算
子, A 的定义域 D ( A )在 H 中稠密, A 的逆算子
A
- 1在 H 中是紧的, 因此 A 的特征函数系 wj 构成
H 的完全标准正交基
Awj = Kjwj , 0 < K1 [ K2 [ , ,, Kj y ]
(当 j y ] 时)




( u , v) = Q8u # vdx , ( ( u, v) ) = ( A 1/ 2 u, A 1/ 2 v)
分别表示 H 和 V 中的内积,相应的范数为
+ u +H = | u | = ( u, u ) 1/ 2
+u + V = ( ( u, u) ) 1/ 2 = +u +
根据双线算子 B( #, #) ,我们定义三线性形式
b ( u , v, w) = 3B( u, v ) , w4Vc, V  Pu , v, w I V
由文献[ 2~ 4] , 我们得知 b ( #, #, #)和 B ( #, #)满足
下列性质
b( u, v , w) = - b ( u, w, v)  P u, v , w I V
( 3)
| b ( u, v, w) | [ c0 | u | 1/ 2 + u +1/ 2 + v + #
| w |
1/ 2 +w +1/ 2  P u, v, w I V ( 4)






1/ 2  P u I D( A ) , v I V , w I H
| b( u, v, w) | [ c1 | u | + v + +w +( 1 +




1/ 2  P u I H , v I V , w I D( A )
( 5)
| B ( u, v) | [ c2 | u | 1/ 2 +u +1/ 2 + vu +1/ 2 | A v | 1/ 2
  P u I V , v I D ( A )
| B ( u, v) | [ c2 | u | 1/ 2 | A u | 1/ 2 +v +
  P u I D ( A ) , v I V
( 6)
对于式( 1)、( 2) ,有下列的存在唯一性结果[ 4] .
定理 1  假定 f I L ] ( R + ; H ) , 则对于 u0 I
H ,式( 1)、( 2)有唯一解 u I C ( R + ; H ) HL 2( 0, T ;
V ) , PT > 0. 此外,如果 u0 I V, 则 u I C ( R + ; V )
HL 2( 0, T ; D ( A ) ) , PT > 0.
2  最佳非线性 Galerkin算法
在本文,我们设 m= n, N , Pm 表示H 到H m=
span{ w1, ,, wm }上的正交投影算子, Qm = I - Pm ,
Q
N
n = PN - Pn ,则有
P mA = APm , QmA = A Qm , Q
N




( y , z) = 0  Py I H m , z I H \ H m ( 8)
  
K1| u|
2 [ +u +2
Km+ 1| z |
2 [ + z +2
+y +2 [ Km | y | 2
 
P u I V
P z I V \ H m
Py I H m
( 9)
  按照上述记号, 古典的 Galerkin 算法在于: 找




+ KAuN + PNB ( uN , uN ) = PNf ( 10)
uN ( 0) = PNu0 ( 11)
类似于定理 1 的结论, 如果 u0 I V , f I L ] ( R + ;
H ) ,则式( 10)、( 11)允许有唯一解 uN I C ( R + ; V )
HL 2( 0, T ; D ( A ) ) , PT > 0.
根据式( 1)、( 2)和式( 10)、( 11)的适定性,我们
假定
+ u( t ) + [ M , +uN ( t ) + [ M  P t \ 0
( 12)
其中: M > 0是一个常数. 非线性谱 Galerkin 算法的
主要出发点在于分解 uN 为大涡分量 y 和小涡分量
z
    
uN ( t ) = y( t ) + z( t )
y( t ) I H n, z( t ) I H N \ H n
( 13)
然后对 uN 的方程( 10)采取近似, 于是导出不同的
数值算法,按照式( 8)、式( 9)和式( 12) ,我们有估计
| z | [ K- 1/ 2n+ 1 + z + [ K- 1/ 2n+ 1 + uN + [
K- 1/ 2n+ 1 M  P t \ 0 ( 14)




别投影到有限维空间 H n 和HN \ H n 上, 并舍去某
些含小涡分量 z 的三线性项和导数项, 得到如下近
似问题[ 1~ 3] .
找 u
N
( t ) = y ( t ) + z ( t ) I HN , y ( t ) I H n ,
z( t ) I H N \ H n使得
dy
dt
+ KAy + P n[ B ( y, y ) +
B ( y , z) + B ( z , y ) ] = Pnf ( 15)
KA z + QNn B ( y , y ) = Q
N
nf ( 16)
y( 0) = P nu 0 ( 17)
  参见文献[ 2, 3] ,存在某一常数 T 0 使得该数值
解的收敛速度为: P t \T 0
| u( t ) - u
N
( t ) |




















其中: K 依赖于数据 K、K1 和| f | ; T 0> 0 是一个可
确定的常数,依赖于 Q nu ( t ) .此外
L n = 1+ ln
Kn+ 1
K1
, A n ( t ) = c( + u +2 + + uN +2)




找 uN ( t ) = y ( t ) + z ( t ) I HN , y ( t ) I H n ,
z( t ) I H N \ H n使得
dy




+ KAz + QNn [ B( y , y ) + B ( y , z) +
B ( z , y ) ] = Q
N
nf ( 19)
y ( 0) = P nu0, z( 0) = Q
N
nu0 ( 20)
  对于式( 18) ~ ( 20) , 我们可以用时间推进法求
解,即将时间求解区间 R
+
= [ 0, ] )分解为小区间:
[ 0, t 1 ] , ,, [ tk- 1, tk ] ,, 以给定 y ( t k- 1 ) 替换式
(19)中的 y ( t ) 并求解线性方程, 得到 z ( t ) , t I
[ tk- 1, t k ] , 再将 z ( t )代入式( 18)求解非线性方程,
得到y ( t ) , t I [ t k- 1, tk ] ,于是可近似解出 uN ( t ) =
y ( t ) + z ( t ) , t I [ tk- 1, t k ] , Pk \1.
3  先验估计



















) = PNf ( 21)
u
N
( 0) = PNu0 ( 22)

































利用式( 3) ~ ( 6)和 Young不等式,我们得到
| ( f , u
N









| ( f , A u
N



























































2 + uN +4
用式( 8) ,综合式( 23)、( 24)和上述估计式,我们导出
d























2 + uN +4 ( 26)
  根据文献[ 1]的方法,可证得 uN I C ( R + ; V )
HL 2( 0, T ; D ( A ) ) , PT > 0, 为了简单, 我们也设
+ uN ( t ) + [ M  P t \ 0 ( 27)
  此外,为了进行收敛速度估计,我们需要对小涡




d t + z +
2
+ K| Az |
2
+ (B ( y , u
N
) , A z) +
( B ( z , y) , Az ) = ( f , A z) ( 28)





















2 | z |
2 +y +2) +y +2
  如果选取 n 充分大使得








2 [ c21 L n ( 29)
则由式( 8)、( 9)、( 27)和上式可推出
d
d t






























  积分( 31)式,我们得到
























KKn+ 1 t 0 = CL n ( 33)
其中: C= m ax { 1, ln(





KKn+ 1 t 0 \ ln(












n+ 1 +u 0 +)
于是式( 32)产生出














n+ 1 + E P t [ t 0 ( 35)
其中
E= K- 1 sup
0 [ t [ t
0
| + z( t ) +2 - +z ( 0) +2 |
由于 z I C ( R + ; V ) , 当 n 充分大时 (即 t 0 很小
时) , E是一个小量.
总而言之, 当 n 充分大满足式( 29)时, 小涡分




定理 2  如果 u0 I V, f I L ] ( R + ; H ) ,则
| u( t ) - uN ( t ) | [
MK
- 1/ 2




N+ 1 + 1)  P t \ 0
( 36)
其中
G ( t) = 2exp( K- 1c20Q
t
0




| A u |











E, v ) + K( ( E , v ) ) + b( u- uN , u, v) +
b( uN , u- uN , v ) = 0  P v I HN ( 37)







+ K+E +2 + b ( QNu , u, E) +
b( uN , QNu, E) + b ( E , u, E) = 0 ( 38)









0 +u +2 | E | 2 +
4K- 1M 2( c21 + c
2
0) L N | QNu |
2
( 39)
这里用到了式( 12)和 LN \1的事实.
积分式( 39)并利用式( 9) ,我们得到
| E( t ) |





















| A u |
2dr ( 40)
再利用式( 9)和式( 12) ,我们导出
| QNu( t ) | [ K- 1/ 2N+ 1 +QNu( t ) + [ K- 1/ 2N+ 1 M
( 41)
于是由式( 40)、( 41)和三角不等式可推出( 36)式.
证毕
下面我们将导出最佳非线性谱 Galerkin算法的
收敛速度. 设 E = uN ( t ) - u
N








+ K+E +2 + b( E , uN , E) +
b( z , z , Q
N
nE) = 0 ( 42)















0 | z |
2 + z +2
( 43)














0 | z |
2 +z | 2  P t \ 0 ( 44)
积分( 44)式并利用( 9)式,我们得到














+u +2dr ) K- 1n+ 1Q
t
0
+ z +4dr ( 45)




+ z +4dr [ K- 1n+ 1Q
t
0
+z +2 | A z | 2dr [
M
2
( K- 2 M 21 L nK
- 2
n+ 1 + EK
- 1
n+ 1) ( 46)












+ z +4d r [
M
2
( K- 2 M 2 L nK
- 2
n+ 1 + EK
- 1










  综合( 45)式与( 46)、( 47)式,我们推出
| E( t ) | [ MK ( t ) ( L nK- 1/ 2n+ 1 + E1/ 2) K- 1n+ 1
( 48)
其中









+ uN +2dr ) #











定理 3  如果 u0 I V , f I L ] ( R + ; H )以及
n< N满足( 29)式,则
| u( t ) - u
N
( t ) | [ MK- 1/ 2N+ 1 ( G ( t ) L 1/ 2N K- 1/ 2N+ 1 + 1) +
MK- 1n+ 1K ( t) ( L nK
- 1/ 2
n+ 1 + E
1/ 2
)  P t \ 0
( 49)
  注 1  众所周知[ 4~ 6] , 对于充分大的 n , Kn ~





具有和 uN ( t )同阶的收敛精度. 然而对于充分大的
N , n n N ,最佳非线性谱 Galerkin 算法仅仅在于在
低维空间 H n 求解非线性问题, 在高维空间 H N \
H n 求解线性问题; 而古典的谱Galerkin算法需要在
高维空间 H N 上求解非线性问题, 因此本文提出的
算法从理论上分析可节省巨大的计算时间.
注 2  ( 49)式中的 G ( t)、K ( t)随着 t 的增加
而增大, 然而由于 L 1/ 2N K
- 1/ 2




n+ 1当 n 充分大
时会减小,因而可在一充分大的时间区间[ 0, T ]上
数值求解 Navier-Stokes方程.
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